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研究成果の概要（和文）： 高次元小標本における高次元漸近理論を、非正規の一般的な設定の
もとで構築した。高次元小標本データ特有の幾何学的な構造を発見した。従来型の PCA が高次
元小標本で不一致性を引き起こすことを証明した。クロスデータ行列法とノイズ掃き出し法を
提唱し、次元推定・固有値・漸近分布・固有ベクトル・主成分スコアの推定に、一致性をもつ
解を与えた。クラスター分析と判別分析への応用を考え、前立腺がんのマイクロアレイデータ
の解析に役立てた。 
 
研究成果の概要（英文）： We developed the high-dimension asymptotic theory for High 
Dimension, Low Sample Size (HDLSS) datasets under a general setup such as non-Gaussian 
distributions.  We found several geometric structures of HDLSS datasets.  We showed that 
the naïve PCA is inconsistent in the HDLSS context.  We proposed effective inference 
methods called (1) the noise-reduction methodology, and (2) the cross-data-matrix 
methodology.  By using those methodologies, we gave consistent estimation for intrinsic 
dimensionality, eigenvalues, their limiting distributions, PC directions and PC scores 
in the HDLSS context.  We applied those methodologies to the discriminant analysis and 
the cluster analysis in HDLSS data situations from a microarray study of prostate cancer. 
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１．研究開始当初の背景 
マイクロアレイデータなどの近代科学で
扱うデータの一つの特徴は、データの次元数
が標本数よりも遥かに大きな高次元小標本
にある。高次元小標本においては大標本漸近
理論に基づく多変量解析の理論は破綻する。
高次元小標本データ空間には、無視できない
ほど大きなノイズが混在する。ノイズの影響
を考えずに、大標本漸近理論による従来型の
多変量解析を用いると、推測に誤った結果が
導かれることは、実験的に報告されていた。
しかしながら、高次元小標本における理論の
整備が未開拓であったために、理論の開拓と
新たな方法論の開発が急務とされていた。 
 
２．研究の目的 
 高次元小標本データに対する漸近理論を
新たに構築して、高次元小標本に特有な各種
推測問題の解決を目指し、次の３つのテーマ
を目的に掲げた。 
(1) 高次元小標本データ空間の幾何学的な
解釈と標本数を伴う高次元小標本漸近
理論の構築。 
(2) 高次元空間に内在する潜在空間の次元
の推定と、高次元小標本における主成分
分析（PCA）の開発。 
(3) 高次元小標本におけるパターン認識の
ための各種方法論の開発。 
 
３．研究の方法 
(1) 高次元空間にプロットされた正規分布
の小標本は球面集中現象をもつ。これは
次元の呪いの一種として知られ、Hall et 
al. (2005), Ahn et al. (2007) 等によ
って緩い非正規性のもとで数理統計学
的な解釈が与えられようとしていた。研
究目的(1)では、先行研究の致命的誤り
を正すことから研究を始めた。高次元小
標本データ空間に特有な幾何学的構造
を理論的に解明するためには、標本数を
伴う高次元小標本漸近理論を精密に構
築する必要があった。研究代表者は、研
究分担者で統計的漸近理論の世界的権
威である赤平と研究を進め、ランダム行
列の専門家である研究分担者の南とも
研究打合せを行った。また、幾何学を専
門とする研究分担者の田崎、川村とも定
期的にセミナーを開き、統計学・確率
論・幾何学を融合させ、最先端の理論と
方法論を取り入れて研究を行った。 
(2) 高次元空間に内在する潜在空間は巨大
なノイズに埋もれている。本研究課題で
は、これを小標本で浮き彫りにする必要
がある。従来型の PCA などの方法論は、
巨大なノイズがもたらす次元の呪いに
よって不適切な解が出力されることが、
先行研究の実験から報告されていた。研
究目的(2)は、従来の方法論がなぜ次元
の呪いを被るのかを数学的に解明する
ことから研究を開始した。そのためには、
高次元小標本データ空間のノイズの大
きさと挙動を精密に解析する必要があ
る。研究代表者は研究分担者の赤平と連
絡を密に取りながら、(1)で構築した高
次元小標本漸近理論を駆使して、ノイズ
の見積りを精密に行い、従来型の方法論
が被る次元の呪いの理論的な解明に努
めた。高次元小標本に新たな方法論を開
発するためには、内在する潜在空間の次
元の推定と、固有値の推定が鍵となる。
これには、逐次的なオンライン学習が必
要になる。研究代表者は研究分担者で逐
次推定論の専門家である小池と研究打
合せを進めて、高次元小標本における新
たな PCA の開発に努めた。 
(3) 高次元小標本におけるパターン認識の
方法論も、数理統計学の立場からの理論
的な確立がなされているわけではなか
った。従来の多変量解析にある判別分析
やクラスター分析に若干の修正を加え
たものや、理論的な保証がない方法論を、
シミュレーション実験で比較するとい
う先行研究が殆どであった。研究目的
(3)では、あくまで理論的な保証のもと
で、高次元小標本におけるパターン認識
の方法論の構築を目指した。そのため、
研究代表者は研究分担者の赤平と連絡
を取って、高次元小標本漸近理論を駆使
した方法論の開発に努めた。また、実用
的な方法論を構築するために、研究分担
者で医学を専門とする高橋と連絡を取
り、マイクロアレイデータの解析に役立
つ方法論の開発に努めた。非正則な場合
のクラスタリングを扱うことになるた
め、研究代表者は研究分担者で非正則下
の情報量の専門家である大谷内と連絡
を取り、大標本漸近理論に基づく従来型
の情報量に替わる新しい情報量を導入
して、モデル選択のための新しい基準の
構築に努めた。 
 
４．研究成果 
(1) 高次元小標本において、非正規な一般的
設定のもと、大標本漸近理論に替わる新
たな漸近理論として、標本数を伴う高次
元小標本漸近理論を構築した。この理論
を用いることで、先行研究では見出すこ
とができなかった、高次元小標本データ
に特有な幾何学的構造を発見した。高次
元小標本において、従来の多変量解析に
よる推測の解が、次元の呪いをいかに被
るかを理論的に解明し、推測の不一致性
を数学的に証明した。さらには、従来の
推定に標本数決定に関するある修正を
  
加えると、推測に一致性を回復すること
も数学的に証明した。例えば、高次元小
標本データ空間の潜在空間における固
有ベクトルの推定は、従来の多変量解析
では９０度方向性を誤り一意に方向が
定まらない、ということを証明できる。
これに、本研究で与えた標本数決定に関
する修正を施せば、一致性をもつ推定を
与えることができる。しかし、従来型の
多変量解析を修正するだけの方法論で
得られる推定は、多くの場合、もはや、
高次元小標本の枠組に存在しない。高次
元小標本において一致性をもつ推定を
得るためには、高次元小標本データに特
有の新たな方法論の開発が必要になる。
その鍵を握るのが、本研究で構築をした
高次元小標本漸近理論であり、その意味
で、本研究課題に関連する国内外の研究
機関に与えるインパクトは大きい。 
(2) 巨大なノイズに埋もれた高次元小標本
データ空間の潜在空間を浮き彫りにす
るために、高次元小標本データに特有な
新たな推測の方法論を、(1)で構築した
高次元小標本漸近理論に基づいて開発
した。推測に新しい２つの方法論を提唱
した。一つは、「ノイズ掃き出し法」と
名付けた。これは、高次元小標本データ
空間のノイズの大きさと挙動を、(1)で
構築した高次元小標本漸近理論を用い
て精密に解析して、ノイズを掃き出して
推測を行うという方法論である。いま一
つは、「クロスデータ行列法」と名付け
た。これは、データ行列を適当に分割し
て、これらをクロスで掛け合わせ、生成
されるクロスデータ行列の特異値分解
に基づくノンパラメトリックな方法論
である。これら２つの方法論に基づく高
次元小標本における推測が、一致性をも
つことを、潜在空間の次元数・固有値・
固有値の漸近分布・固有ベクトル・主成
分得点について、理論的に証明した。本
研究で提唱した２つの方法論は、ともに
計算効率が非常に優れ、また推定の精度
が大変に高く十分に実用性があるため、
高次元データ解析を扱う近代科学の
様々な応用分野に、今後、インパクトを
与えていくと予想される。 
(3) 高次元小標本におけるパターン認識と
して、(2)で提唱したノイズ掃き出し法
に基づく判別分析と、クロスデータ行列
法に基づくクラスター分析を提案した。
それらの方法論の性能を理論的に証明
し、計算時間においても極めて実用的で
あることを実験によって検証した。提案
するクラスタリング手法を前立腺がん
のマイクロアレイデータに適用して、腫
瘍患者と正常患者を非常に高い正答率
で分類することに成功した。また、高次
元小標本においてモデル選択を行うた
めの各種情報量を考えた。大標本漸近理
論に裏打ちされた最尤法の枠組を外し
て多様なモデルを評価するために、カル
バック・ライブラー情報量に替わる U－
ダイバージェンスを考え、異常値に対す
る頑健性を考慮しβ-ダイバージェンス
を扱った。最大β尤度推定に基づく非正
則な場合のモデル構築を考え、予測に関
するバイアス補正を行って、新しいモデ
ル選択の基準を提案した。混合正規分布
モデルを考え、最大β尤度推定のアルゴ
リズムを開発し、それに基づくクラスタ
リングを提案した。AIC、TIC と比較して
性能を実験で検証した。提案したクラス
タリング手法の性能が大変に高いため、
今後、生命科学の分野の発展に、役立つ
ことができれば望外の幸せである。 
なお、本研究課題の研究成果を広く社会に
発信するために、研究期間の２年目、３年目、
４年目（最終年度）に、研究課題に関連する
シンポジウムを開催した。毎回５０名程度の
参加者に恵まれ、活発な研究発表と有意義な
情報交換を行うことができる場となった。 
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